10.1.11 Vypo éty limit 1l

Predpoklady:10110

Urci body, ve kterych neni definovana funkge= Vypocti jednostranné

x> -1

limity v téchto bodech.

- Funkce obsahuje zlomek jmenovatel musi bytizny od nuly
X -1=(x-1)(x+)=0= xz-1, x£1

- D(f)=R-{-1:3

zjistujeme lim —
x-1" X° =1

co &la funkcey =

71" kdyz zax dosazujeméisla, ktera jsou nepagvétsi nez 1?
X —

1 _ 1
x*-1 1,0f-1 0,020
ziskame velmi malé kladrigslo, jeho pevracena hodnota bude velmi velké kladné

¢islo. Jak se buderiplizovat hodnota zprava k jedrice, budeme ve jmenovateli
ziskavatim dal mensi kladnéisla a hodnotami funkce budéim dal wtSi kladna

Zkusime nafiklad x=1,01: y=

= ve jmenovateli

¢isla= lim = +oo
x-1" X =1
zjistujeme lim —;
x-1 X =1
co cla funkce y =——, kdyZ zax dosazujeméisla, ktera jsou nepatmensi nez
X —

1?

Zkusime nafiklad x=0,99: y = 1 L

x*-1 0,99-1 -0,019¢
ziskdme zaporn&slo s velmi malou absolutni hodnotou, jelfeywacena hodnota
bude zapornéislo s obrovskou absolutni hodnotou. Jak se baézmvat hodnota
zleva k jednice, budeme ve jmenovateli ziskavat zapa@iaka s¢im dal mensi
zapornou hodnotou a hodnotami funkce budou zapastescim vetsSi absolutni

= Ve jmenovatel

hodnotou= lim ——=-
x-1" X =1

zjistujeme lim

JIStu) el

1 1
x*-1 (-0,99° -1
velmi zaporn&islo s malou absolutni hodnotou, jeleyacena hodnota bude
zaporn&islo s obrovskou absolutni hodnotou. Jak se bitézovat hodnota
zprava k -1, budeme ve jmenovateli ziskavat zapgisia s¢im dal mensi zapornou

Zkusime nafiklad x=-0,99: y= = ve jmenovateli ziskame



hodnotou a hodnotami funkce budou zapatiséa s¢im dal &tsi absolutni hodnotou

= lim ——=-
x--1" X =1
e Zjistujeme lim —
! x--1 X =1

1 1
x*-1 (-1,09°-1
velmi malé kladnéislo, jeho pevracena hodnota bude velmi velké kladiso. Jak

se bude pblizovat hodnota zleva k -1, budeme ve jmenovateli zisk&iat dal
mensSi kladn&isla a hodnotami funkce budéim dal tSi kladn&isla =

Zkusime nafiklad x=-1,01: y= = ve jmenovateli ziskame

xlirﬂ’ )(2 -1 =t
SpravnosteSeni pedchoziho fikladu si nizeme o¥#it pomoci grafu funkcey = 21 T
X —
/ \
¥ N

L N .

4 3 -2 1 0 _-;
71\

Pedagogicka poznamkaPrvni d¥ jednostranné limity ziedchoziho fikladu spditame
spole&né na tabuli, dalSi poitaji studenti sami.
Zduraziuji studenim, Ze neni nutné dagdpisu dosazovat konkréttisla, spiSe
jde o si pedstavit, jak by vypadaliiplizny vysledek v pipac, Ze bychom &aké
¢islo dosadili.
Minimalné na p@&atku se Bkteri studenti bez iimého dosazeni neobejdou. Je
potreba, aby dosazovalisla blizka bodu, ve kterém maji limitu sjtat. Nektefi
maji tendenci dosazovat pod@jako v metod nulovych bod (tedy v gFipac

N4

limity zprava v podstétjakékoliv &tSi ¢islo).



Pr. 2:  Ur¢i body, ve kterych neni definovana funkge

. Vypacéti jednostranné

X2

limity v téchto bodech.

- Funkce obsahuje zlomek jmenovatel musi bytizny od nuly
X -4=(x-2)(x+2)=0= x#-2, x%2

D(f)=R-{-22

e zjistujeme lim
i x- 2"

X2 =

x _ 201
x*-4 2,0f-72

Zkusimex=2,01: y= = kladn&cisla dlime velmi malymi

kladnymicisly = lim ——— =+o0
x-2" X =4
e ZJIStUjemeJ(IﬁrT; -2
Zkusimex=1,99: y= x __L99 = kladn&cisla &tlime zapornyméisly
T X -4 1,99- 2
s velmi malou absolutni hodnotet |lim 2 = —00
x-2" X" —
e ZJlstu1emeXIlrp2+ -2
. ) X -1,99 . . . .
Zkusimex=-1,99: y=——= 5 = zaporn&isla clime zapornymi
=4 (-1,99 -2
¢isly s malou absolutni hodnotett |lim —; 2 = +00
x--2" X° —
e zZ)ist ulemexllr_r;_ Ve
Zkusimex=-2,01: y= x __ 7201 = zaporn&isla clime velmi

x*-4 (-2,09°-2

= —00

malymi kladnymicisly = lim —
x-2 X° =4

Vysledek opt miZzeme o¥fit pomoci grafu:



Zbyvaiji pouze limity v nevlastnich bodech. Hodnotkterych limit zname uz z kapitoly o
posloupnostech nebo z vlastnosti funkci.

Pr. 3:  Urci limity:

a) lim x b) lim x° c) lim x d) lim 2*
X — +00 X - —00 X - —00 X — +00
1 . . . .
e) lim = f) lim In x g) limsinx h) lim 2*
X - —00 X X — +oo X — +00 X - —00
- a) lim x=+oo b) lim x* = -0 c) lim X% = 4o
1 X — +0o X - —00 X — —00
i : .1 .
d) lim 2% =+ e) lim ==0 f) limln x =+
: X — +oo X — —00 X X — 00
' g) limsinx neexistuje h)lim 2* =0
' X - 00 X - —00

Pedagogicka pozndmkaPredchozi limity by si studenti & predstavit sami, vifjpact
potreby si mohou nakreslit grafy funkci. Jde o to, abywdomili, Ze uz jsme se o
limitach ve skuténosti bavili vzdy, kdyZ jsme pouzivaléty typu: ,prox jdouci
k nekonénu se hodnoty blizi nule*.

e

U slozijSich funkci postupujeme podabjako u posloupnosti:

3 2
lim x* =2x3+x2= lim x4(1—2X—4+X—4j = lim x*Oim (1—21 +i2j = +oo [[1+ O+ 0) = +oo

X — +0o X — +oo X X X — +oo X — 00 X X



Pr. 4:  Urci limity:

a) lim-2x3-2x*+2 b) lim —2x*-2x+3 c) lim 2x* -105x® - 100C
d) lim 2x* -2x*+2 e) lim 2x* -2x+3 f) lim -2x* -105¢* - 100(

3

a) lim —-2x*-2x*+ 2= lim x*0im (—2—g+£j = +oo [[-2—- 0+ 0) = -0

X — +00 X — +oo X — +0o X X
" b) lim —2x* —2x+3= lim x[lim (—2—2 +%) =+o0 [[-2—- 0+ 0) = -
' X - +00 X - +00 X - +00 X X

X — 00 X — +oo X — +oo X X

0) lim 2x* ~105¢* - 1000= Iimx“DIim( z@—goj:m[q 2 0 = +eo

X — —00 X — —00 X — —00 3

d) lim 2x=2x2+2= lim x*[lim (2—3+3j=—°°E62— 0+ 0) = oo
| X X

“e) lim 2x* —2x+3= lim x*Llim (2—5%} = +00 [{2— 0+ 0) = +oo

X — —00 X — —00 X - —00 X X
1) lim —2x* ~105¢ - 1000= Iimx“DIim(— @—@Oj:m -2 0 =
I X — —00 X — —00 X — —00 X X
Také u racionalnich funkciieme pouzivat postup, ktery jsme sedilau posloupnosti:
2x° 2x 2 52,2
2 _ov 4 T2 22 o2 + 0+
lim X X2 iy X X iy XX _2+0+0_
= X"+ = L+£ - :|_+—2 1+0
X X X
Pr. 5:  Urci limity:
3 _ 2 _ 2 _ w2 _
a) lim 2x2 2X b) i 2X : 2X+ 3 ¢) lim 3x 3X
Xoto X7 43X xoro o 3XT+1 =40 2%+ 2X+ 1
, S 4x%+ . 8 —x? 22X+
d) lim 2)(;)3(2 e) lim ;(—X f) lim fx_?
X0 -X X-m0 2X" = 2X+ 3 x-— x> =100
2x°  2x*
2x° - 2x° 2 x2 g X—2 oo—2
a) li 5 =i 5 =lim = = +00
X—tw ¥ 4+ 3K X - +00 L % X - +00 1+§ 1+O
XX X X
_2x2_2x+ 3 o 2,3
by lim —2X = 2X*3 X X iy x_x*_270+0__2
X0 41 xew 31 X0 1 3+0 3
= 4+ = 3+
X X X
x> 3x 1 3
. —y2 - R T2 -
o lim X gy X X oy x x? o 070
e 22X+l e 2 2% 1 e, 2 1 24040
e S



2x3+4x2+ 2 24 4.2
3+ Ax? + 3 3 U3 3
d) lim 22y ) ¢ gy x X2 2%0+0_
X - —00 -X X - —00 X X - —00 - -1
X
x> X
! 3 _ 2 NN - —00 —
o lim X o X X gy X7 @l
el =2x+3 w2 2, 3w, 2.3 2-0+0
Xz X2 X2 X X2
, 2% 7 2 7
24T e e T s —0+0
) im ——=lim —*—X =|m XX = =0
e x-100 x X100 x-= ;100 1-0
| XX ’

PF. 6: Petakova:
strana 154/cveni 11 c) d)
strana 154/cveni 12 a) d)

Jednostranné limity dujeme dosazenim, limity v nevlastnich bodech pak

Shrnuti:
podobr jako u posloupnosti.



